Chapitre 5

Les nombres complexes - géomeétrie

l. Représentation géométrique

1) Le plan complexe

Définitions :
 Le plan complexe est le plan muni d'un repére orthonormé direct (O; Ol ,0J] ) .

* A tout nombre complexe z = x + iy avec x et y nombres réels, on associe le point M de
coordonnées (X ; y).

On dit que M est le point image de z et que OM est le vecteur image de z.
* Tout point M(x ; y) est le point image d'un seul nombre complexe z = x + iy.

On dit que z est l'affixe du point M et du vecteur OM .

Notation et vocabulaire : Aze des imaginairs purs

* Pour indiquer que z = x + iy (avec x € R, y € R) est  pi - '
l'affixe d'un point M, on note M(z). '

* Les nombres réels sont les affixes des points de 1'axe des

abscisses appelé aussi axe des réels. ;
* Les nombres imaginaires purs sont les affixes des points ,
de I'axe des ordonnées appelé aussi axe des imaginaires o : Bl
N(X)
purs.

Exemples :

O, I et J ont pour affixesz,=0, z;, =1let z, =i.

Remarques :
* « M appartient a I'axe des abscisses » équivaut a « Im(z) = 0 ».

* « M appartient a I'axe des ordonnées » équivaut a « Re(z) = 0 ».
* Les points d'affixes zet z sont symétriques par rapport a l'axe réel.

* Les points d'affixes z et -z sont symétriques par rapport a 'origine.
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2) Affixe d'un vecteur

Dans le plan complexe, # est un vecteur de coordonnées

x) M(x+y)
. e

Le point M tel que OM =% a pour coordonnées (x ; y), donc le vecteur
OM a pour affixe x + iy. oM

X

On dit que le vecteur % a pour affixe z; =x +iy.

S s S S

Exemple :

1 ) , donc le vecteur 1J a pour affixe -1 +inotée zz .

IJ a pour coordonnées (

Propriétés :
* Deux vecteurs sont égaux si, et seulement si, leurs affixes sont égales.

* Si u et V ont pour affixes z et z’°, alors 'affixe du vecteur #+V estz + z’ et celle du
vecteur A% (A nombre réel) est Az.

Propriétés :
Deux points A et B du plan complexe ont pour affixes respectives z, et zj .

 L'affixe du vecteur AB est Zp=ZpZy4.

z,tzp,

* L'affixe du milieu I du segment [AB] est z,= >



Démonstrations :
e  AB=0B—0OA ,laffixede OB est z, etlaffixede OA4 est z, .
Donc AR a pour affixe zz—z, .

* T estle milieu du segment [AB], donc AI=1IB soit JA+IB=0 .

—_— = — —

Exemple :
A(1+i) et B(—2+31i).
Le vecteur AB a pour affixe z5=2,—2,=—2+3i—(1+i)=—3+21i

1+1—2+31 1 ..
Le milieu / de [AB] a pour affixe 212%2—5#21.

3) Module et arguments d'un nombre complexe

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O; Ol ,0J] ).

Définition : M)

Soit z un nombre complexe et M son image dans le plan complexe.
* Le module de z, noté |z|, est la distance OM : |z| = OM.

* Si z est non nul, on appelle argument de z, noté arg(z), toute
mesure en radian de 1'angle orienté (OI,0M) :

arg(z)=(0I, 0M )[ 2]

Exemples :

e Jij=1et arg(i)==[2n] .

n
2
e |-3|=1et arg(-3)=n[2n] .

o [L+il= V2 et arg(l+i)5%[2n].

Remarques :
* 0On'apas d'argument.
* Le module d'un réel est égal a sa valeur absolue.
* Siz=x+iyavecxetyréels, alors |z| = v x*+y” .

» Siles points A et B ont pour affixes respectives z, et z, ,alors AB Z‘Z p—Z A| .



Propriétés :
*  Pour tout nombre complexe z, zz=x+y’=|z .
* Pour tout nombre complexe z, |-z|=|z|=|z| .
*  Pour tout nombre complexe non nul z :
arg(—z)=arg(z)+n[2n] ; arg(Z)=—arg(z)[27]

 zestun réel si, et seulement si, arg(z)=0[n]

. .. . . _T
* z est un imaginaire pur si, et seulement si, arg(z)= B (] .

II. Forme trigonométrique

1) Définition
Définition :
Soit z un nombre complexe non nul, on pose : reosa

x=Re(z)ety=Im(z) y=Im(z) ;r=|z]et a=arg(z)[2n]

On a alors x = r cos(a) et y = r sin(a). rsina

M(z)

On obtient alors 1'écriture z = r (cos a + i sin @) qui est appelée forme
trigonométrique du nombre complexe z.

Remarque :

Si le nombre complexe, non nul, z s'écrit x + iy sous forme algébrique et r (cos a + i sin «) sous
forme trigonométrique, alors :

* Xx=rcos(a)ety=rsin(a)

X .
2 2 = =
o r=yVx’+)? et COSU=—T——= et SNU=———

Exemples :
. . 3 3 (V31
e Soit z=V3+i. On a |z|=V3+1=2. Alors 2z=2 7+51 donc la forme

n
. Un argument de z est — .

trigonométrique de z est 2 G

cos£+isinE
6 6

_ T,.. W . - L
e z=-3|cos—+isin—| n'est pas la forme trigonométrique de z car -3 est négatif.




2) Opérations sur les formes trigonométriques

Propriété :

Les complexes z=r (cosa + isina)etz’=r’(cos a’ + isina’)avecr >0 etr’> 0 sont égaux si,
!
r— r

et seulement si
> lo=o'+2kn, ke Z

Démonstration :

Supposons que z et z’ soient égaux et non nuls alors OM = OM’ et (O ; OM )=(0I ; OM ')[2x] .

La réciproque est évidente.

Propriétés :
Siz=r(cosa+isina)etz’=r’(cosa’ +isina’),alorsona:

e zz’=rr’(cos (o + a’) + isin (a + a’))

;:%(cos(—a)ﬂsin(—a)) lorsque z # 0.

. 52%(005((1—(1 ")+isin(a—a’)) lorsque z’ # 0.

Démonstrations :
e zz’=r(cosa +isina)xr’(cosa’+isina’)
* zz’=rr’(cos acos a’ +icosasina’ +isinacos a’— sin a sin a’).

Comme cos(a + b) = cos a cos b — sin a sin b et sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b, on
obtient :

zz’=rr’(cos (o + a’) + isin (a + a’))

Comme r>0etr’>0,onarr’>0doncrr’(cos (ad + a’) +isin (a + a’)) est la forme
trigonométrique de zz’.

|zz'|=rr"=|z|X|z |

D'ou arg(zz')= a+a'=argz+argz'[2m]

e Pourz#0, %ZéZ%Zr(cosa_zlsma)Zl(cos(—a)+isin(—a)),

~N
~N
~N

1
Comme —>0 ,ona
r




Conséquences :

Quels que soient les nombres z et z” non nuls, n € Nona:

Opération Produit Puissance
Module |z x z’| = |z| % |2’ |z7| = |z|* ;n € N
Argument arg(zXz')=argz+argz'[2 7] arg(z")=narg(z)[2n]
Opération Inverse Quotient
Module -1 ;2720 i, |—Z! ; 27#0
z |z| z |Z |

11_ _ :

Argument arg| - =—argz[2n] arg|— |=argz—argz'[2n]

Propriété (inégalité triangulaire) :

Quels que soient les nombres z et z’ non nuls, on a :

|z + 2’| < 2| + |2°]

Propriétés :
y |ZB_ZA‘:AB et arg(ZB_ZA):(a;ZE)

Zp— Zc
Z,4 7 2¢c

ZpT Zc

=(C4,CB)

ZQ et ar
CA g

e

Démonstrations :
+ 1l existe un unique point M dans le plan complexe tel que OM = AB .
Donc z,=zz—z, ennotant z, laffixe du point M.

—_—

Par suite |z,—z,|=|z,,|[=OM=4B et arg(z,~z,)=arg(z,)=(i;0M)=(ii; 4B) .

zy=zc|_cB
z,—z-| CA
et

Zp—2Z

—_—

arg

e

2 :arg(ZB—ZC)—arg[zA—ZC)Z(iZ;C_‘E)—(i't;CA)Z(CA;iZ)+(i2;(_?5)2(64;6_’3)



Conséquences :

Zp—Zc

* Les points A, B et C sont alignés si, et seulement si, arg =0[n] .

Z4 7 Z¢

Zp— Zc

* Les droites (BC) et (AC) sont perpendiculaires si, et seulement si, arg

Z4 7 Z¢
* Caractérisation du cercle I" de centre Q(w) et de rayon R :

Mz €T « QM=R = |z—w|=R
e (Caractérisation de la médiatrice A de [AB] :

M(z) €A = AM=BM & |z—z,|=|z—z,

lll. Forme exponentielle

1) La fonction @ » cos(0) + i sin(0)

f est la fonction définie sur R et a valeur dans C par f(8) = cos(0) + i sin().

f: R-C
0 + cos(0) + i sin(0)
* Pour tous nombres réels O et 6', f(8 + 08" = f(0) f(0) .
En effet,
f(6+0") =cos(f + 0" +isin(6+ 0"
=c0s 0 cos 0’ —sin O sin 8" + i (sin O cos B’ + sin 6’ cos 0)
et
f(0) (6" = (cos 0 + i sin B)(cos 6’ +isin 0”)

=cos 6 cos 8'—sin O sin B’ + i (sin B cos B’ + sin 6’ cos 0)

Donc f(68 + 8") = f(0) f(0) et la fonction vérifie une relation fonctionnelle analogue a celle de
la fonction exponentielle.

* Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R.
On admet qu'alors la fonction f est dérivable sur R et que f’(6) = cos’ (0) + i sin’ (0)
Ainsi, pour tout nombre réel 6, f’(0) = -sin (0) + i cos (0) et donc
f’(8) =i(i sin (B) + cos (0)) =1 f(O).
Cette propriété est a rapprocher du fait que si g(x) = ek, alors g est dérivable sur R et
g’(x) = kg(x)



Définition :

Pour tout nombre réel 8, ¢'’ = cos(f) + i sin(@) .

Ainsi, ¢'® est le nombre complexe de module 1 dont un argument est 6.

En d'autres termes, le cercle trigonométrique de centre l'origine O du repere est 1'ensemble des
points daffixes ¢'’ ot 0 décrit R.

Exemples :
. ei():eiZn: 1 M(e')
in
. e =—1 0
d o |o
. eigz
. _15
e ‘=—1
27
S 2n .. 2n_—1 .43
e > =cos—+isin—=—+1—
3 3 2 2

2) Racines n-iémes de l'unité

Définition :
On appelle cercle unité, et on note U, 1’ensemble des nombres complexes de module 1.
Onadonc U={z€C, |z =1}.

Propriété :
Si z et z” sont deux nombres complexes appartenant a U, alors :

1
zxz el et 2 eU

Démonstrations :
e |zxZz’|=|z]|x|z2’|]=1%x1=1.Donczxz’ €U

l‘ZLZL = 1. Donc 1 eU
z z

* Siz € U, alors |z| = 1, donc z # 0. De plus El




Définition :
Soit n € N*, on appelle racine n-iéme de I’unité, un nombre z tel que z” = 1.

On note Un ’ensemble des racines n-iémes de I’unité.

Propriété :
2ikm

Un=lc " kelo:1;2;..;(n=1)

Démonstration :
z"=1.Donc |z7| =1 et |z|" = 1. Et, comme z € R*, alors |z| = 1. Posons donc z = ¢’ .

=1« ¢""=¢" = nf=0/[2n] =»n920+2kn,keZ~=»9:%,keZ.

Or z" = 1 est une équation polynomiale de degré n. Donc elle admet, au plus, n solutions.

2ikm

Donc Un = | vk c(0;1,2;..;(n—1)}

Exemples :

2in 4in 6imn

lie e et ,donc U, ={1;1i;-1;-i}

Remarque :

Les racines n-iémes de I’unité sont les sommets d’un polygone régulier a n cotés, inscrit dans le
cercle trigonométrique.

[l
B

n=3 n

TR




3) Formes exponentielles

Tout nombre complexe z # 0 admet une forme trigonométrique z = |z|(cos 6 + i sin 0) .

On peut donc écrire z=|z|e"" .

Définition :

Une forme exponentielle d'un nombre complexe z # 0 dont un argument est 6, est l'écriture
i 0
z=|z|e" .

Propriétés :

Pour tous nombres réels 6 et 6°, pour tout nombre entier naturel n,

« |e®l=1 et arg(e®)=6[2x] A S
i0
i i’ i ! ©
° eexee:el(e+e) i
1
« (")"=e"" (formule de Moivre) . ie,ze’(efe)
o ai0_ b

e'’=¢'" si, et seulement si, 0 = 0’ [2m]

Exemple :

. T
Lenombre ,__,.'35 n'estpas écrit sous forme exponentielle.

Pour I'écrire sous forme exponentielle, on peut utiliser le fait que e"=—1 .

n
i n+—) ;4

in | 3 3.
z=2¢'"e*=2¢' °'=2¢°

Alors

Propriétés :
Pour tout réel 6 et pour tout entier relatif n :

* Formule de Moivre : (cos 0 + i sin )" = cos nf + i sin n6.

ei9+e—i9 eie_e_ie
* Formule dEuler: cos@=——— et sinf=———
2 2i
Démonstrations :
i0 i0\n i0\[n
e Pourtoutn € N,ona " ‘ |(e™)"|=I(e"”)]

arg(e'’)=0[2n] alors arg((e"’)")=narg(e"’)=n0[2x]

, . 0 .. . .. ..
On peut écrire (e'”)"=cosn0+isin 70 . Par suite, (cos 6 + i sin 8)" = cos nf + i sin né.

10



Pour tout n € Z', on pose n’ = -n alors n’ € N. Comme "= =, ,o0na
1 _ 1 _
ein'® | in'0 1
arg(% =—arg(e"’)=—n'arg(e'’)=—n'0=n0[27]
e

Donc pour tout n € Z, (cos 0 + i sin 8)" = cos nf + i sin no.

i0 ..
e '=cosO+isinO

. P tout g 1 9 —i
ourtoutreel b, ona i —io_ . (—0)+isin(—0)=cos(0)—isin(0) °

i0 —i0
o i . e +e
Par somme, ¢'’+e ®=2cos0 soit cosf=——"— .
2
i0 —i0
e P . . e —e
Par différence, ¢'°—e "*=2isin® soit sin@=——"—
2
i

Conséquences

Formules d'addition :

Pour tous réels a et b, on a :
* cos(a+b)=cosacosb-sinasinb
* cos(a—b)=cosacosb +sinasinb
* sin(a + b) =sina cos b + cos a sin b

* sin(a—b) =sina cos b—cos asinb

Démonstration :
Comme ¢“xe’=¢'™" | en passant a la forme algébrique, on obtient :

(cosa +isina)( cosb+isinb)=cos(a+b) +isin(a + b), en développant :

(cos a cos b — sin a sin b) + i(sin a cos b + cos a sin b) = cos(a + b) + i sin(a + b).

Formule de duplication :

Pour tout réel a, on a :
e cos2a=2cos?a—1=1-2sin2a = cos?2a—-sin?a

e sin 2a =2 sin a cos a

11



Démonstration :
Comme (e“)’=e’™ , en passant a la forme algébrique, on obtient :
(cos a + i sin a)? = cos (2a) + i sin (2a) , en développant :

cos?a + 2isin a cos a — sin? a= cos (2a) + i sin (2a).

12
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